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Exercice 1

Une urne contient 3 boules portant le numéro 1, 1 boule portanirtééro 2, 4 boules portant le numéro 3
et 2 boules portant le numéro 4. Suivant I'hypothese habituekeboules portant un méme numéro sont
supposeées discernables (par exemple de couleurs différenpestant des lettres différentes).

1) On tire au hasard une boule de I'urne. On peut donc considérpategrobabiliséQ, A, P) suivant :
-Q = {10 bouleg = {1a, 1n, 1c, 2,34, 30, 3c, 34, 4a, 4o} ; cardQ = 10 ;.4 = P(Q) carQ est fini ;

- P : équiprobabilité su¢Q, A) : pour toutA €, P(A) = gg:&’g‘

Soit A I'événement "obtenir un numéro pail.est réalisé si et seulement si on obtient le 2 ou le 4,

soit 3 boules possibles. On a al6téA) = % = %

2) On tire simultanément deux boules de I'urne. On peut donddéres I'espace probabiligé, A, P)
suivant:  -Q = {combinaison d'ordre 2 d¢10 bouleg } ; card = C%, = () = 45;
- A ="P(Q) carQ est fini ; -P : équiprobabilité suQ, .A).
a) B est réalisé si et seulement si on obtient deux numéros 2 et@n &.alors
3
P(B) = cardB _ C% _ <2> _ 1
cardQ  C?, ( 120> 15°
b) C est réalisé si et seulement si on obtient deux fois le 1 ou dastd 3 ou deux fois le 4
(impossible d’obtenir deux fois le 2 car une seule boule numgroR2 a alors
3 4 2
P(C) _ cardC _ C%+C£+C% _ <2> + <2> +<2> _ 2
cardQ C?%, ( 120> 9°
3) On tire successivement et avec remise quatre boules de I'umge@ donc considérer I'espace
probabilis&Q, A, P) suivant :
- = {arrangements avec répétition d’ordre 440 bouleg } ; cardQ = 10%;
- A ="P(Q) carQ est fini ; -P: équiprobabilité suQ, .A).
a) L'événemenD : "obtenir une suite de numéros strictement croissante” ess@ésalet seulement si
on obtient dans I'ordre une boule 1 (3 possibilités), une boule 2>$$||D|I|te) une boule 3 (4 possibilités) et
24

une boule 4 (2 possibilités). On a doR(D) = gg{&z 2x 11344 x2 -

10
b) On considére les evenemeEts ‘obtenir au moins une fois le numéro 1 et le numéroR2';'ne
pas obtenir le numéro 1" & : "ne pas obtenir le numéro 2".
74 94 64 7666
OnaP(FUG) =P(F)+P(G)-P(FNG) = - = = 0, 7666.
(FUG) = P(F)+P(G)-P(FNG) 104 17 108 - 108
Onadeplu€ =FNG=FUG. Onen déduitquP(E) = PFUG) =1-P(FUG) = 0,2334.

Exercice 2

1) L’événemenBy : "la porte s’ouvre ak-eme essai et pas avant" s’écrit :
-pourk = 1,B; = A;
- pour tout entiek > 2, Bx = A1 N...NA1 N Ax.

2) On suppose que le gardien essaie les clés une a une, sees délix fois la méme. Dans ces
conditions, 'événemerBy "le nombre d’essais nécessaires pour ouvrir la port&'gstut étre réalisé pour
k e {1,...n}; en effet, il faut au moins un essai, et au pire, c’est la derniesa dlés qui est la bonne
puisque le gardien utilise une clé differente a chaque essapliB, il est clair que les événemexits ., ne
sont pas mutuellement indépendants (chaque essai a urenicélgur les essais suivants : si I'un degst
réalisé, alors les suivants ne peuvent I'étre). On a donc :

-P(B1) = P(A1) =
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-P(B2) = P(A1NAz) = PADP(Az/Ar) = Apd x Lo - 4
- pour tout entiek = 3,...,n, P(Bx) = P(A1 N...NA1 N Ax)
= P(A)P(Az I Ar)... P(MK/A_l N...NA2 )P(A/ AL N...NACL)
— — n-(k-1
= Dat x 2—% . n_Ek_zi 8 n—(&—l) -
Ainsi, pour toutk = 1,...,n, P(Bx) = %
Remarque : sK désigne le nombre d’essais nécessaires pour ouvrir la porte palarsout pour

ke {1,...n},P(X=Kk) =P(By) = % : Xsuit la loi Uniforme suK1,...,n}.

3) Lorsque le gardien est ivre, il mélange toutes les clés a enatative donc il peut essayer plusieurs
fois la méme clé. Dans ces conditions, I'événentiaitle nombre d’essais nécessaires pour ouvrir la porte est
K" peut étre réalisé polr € N* ; en effet, il faut au moins un essai, et le nombre d’essais nlestlimité
puisque le gardien peut utiliser indéfiniment chacune dessiaes clés. On a donc :

-P(B1) = P(A1) =
-P(B2) = P(A1NAz) = PADP(Az/Ay) = D7l « L
- pour tout entiek = 3,...,n, P(Bx) = P(A1 N...NA1 N Ax)
= P(A1)P(Az/ AL).. P(Ak 1 /Al N...NA2 )P(A/ AL N...NACL)
_n-1,n-1, ,n-1 <n1k11
n n

Remarque 1 : sK désigne le nombre d’essais nécessalres pour ouvrir la porte palarsout poukk € N*,
P(X = k) = P(Bx) = (1-p)“'p: X suit la loi GEométriqu&(p) = PascalP(1,p).

Remarque 2 : si on considere que le gardien essaie d’ouvrir unééndie fois et que I'on considére la
premiere fois ol il ouvre la porte, alors les événemgAi$,., sont mutuellement independants (on a aussi

indépendance en remplacant certainparA;) eton a :
- pour tout entiek > 3, P(Bx) = P(A1N...NA1 N AK) = P((ﬂ ) N Ak>

indépindance(l—[ P(A ))P(Ak) (k ) ( n—1\k1 1

4) Le gardien est ivre un jour sur trois. Considérant I'événerhetie gardien est ivre", on B(l) = % et
doncP(I) = 1-P(l) = % Utilisant le systeme complet d’événements de probabilittmdle {I,T}, la
formule de Bayes donne, poar> 1 :

_ PUNB.) P(HP(Bn/1)
P(1/Bn) = PBn)  P()P(By/1) +PMP(B,/T)
_ n-1 n-1
e T )

1) 53% ()
Exercice 3

1) Exemple : n= 30etd = 2.
Onan=30=15x 2 = 2k, avec k = 15, etAQ {2k 1<k<15=ky} = {2,4,6,...,30, avec
_cardA 1
cardA = ;5 = ki. On a ainsi RA,) = cardo 30 X On peut remarquer que
P(A) = 22 = 2 - 1

2ks 2
De facon générale, siest un diviseur de, alorsn = dkg etP(Aq) = cardAy _ % = (;(_I?d = %

cardQ
2) Exemple : n= 30,d; = 2etdh = 3.
Onan=30= 2k, aveclk =15 etA = {2k, 1<k<15=ky} ={2,4,6,...,30.
Onan=30= 3ksaveclk =10, et As = {Sk, 1<k<10=ks} =43,6,9,...,30.
Onan=30=6ksaveck = 5,etAs = {6k, 1<k<5=ks} = {6,12,18,24,3D.
On a clairement AN As = As. On a alors RA; N As) = P(Ag) = % - % = P(A2)P(As), ce qui
signifie que A et Az sont indépendants.
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Soientd; etd, deux diviseurs premiers de et les événementsy, etAq, définis comme au 1).
Notons qued;d; est alors un diviseur de

Siw € Ag;, N Ag,, alorse est un multiple del; et ded,, et commed; etd, sont premiers entre eux,
est un multiple de&l;dz, c’est-a-direw € Ag,d,. AiNSi, Ag, N Ad, < Ad,d,-

Sio € Aq4,4,, C'est-a-direm est un multiple del1d,, alorse est un multiple del; et ded,, c’est-a-dire
o € Ag, et € Aqg,, doncw € A4, N Ad,. AiNSi, Ag,d, © Ad, N Ad,.

Ce qui prouve quég, N Ad, = Ad,d,-

On a alorP(Ag, N Ag,) = P(Ag,d,) = dlldz - d—lld—lz = P(Aq,)P(Aq,), Ce qui signifie quéhq, et

A4, sont indépendants.

3) On considere la suite croissamkg dy, ..., dx des diviseurs premiers ae Par un raisonnement analogue
a celui du 2), on montre qu&y, N Ag, N...NAd, = Ad,d,. d €t que

P(Ad4, N Ad, N...NAG,) = P(Add,. d) = T 4 - P(Aq4;)P(Aqg,)...P(Aq,). Ce qui prouve que les

événementdy,, Aq,, ..., Ag, SONtindépendants dans leur ensemble

On peut démontrer de fagon analogue pgeevénementsd\y,, Ad,, ..., Ad, SONt mutuellement
indépendants En effet, on peut effectuer le méme raisonnement pour tartep
J=Ais,....ip} ©41,2,... K}, avecp < k, et les événementy, , Aq,,; ..., Ad;, -

4) On désigne paB, I'ensemble des entiers strictement positifs inférieurs ou égaust premiers aven,

cardB, _ ¢(n)
cardQ N

et parg(n) I'indicateur d’Euler den, c’est-a-dire le cardinal dB,. On a dond(B,) =

doncg(n) = nP(Bn).
Il est clair queB, est 'ensemble des entiers strictement positifs inférieurs auXgn et n’ayant
k

, et

aucun diviseur commun avec On en déduit qu, = () Aq. De l'indépendance mutuelledesAq on déduit
-1
I'indépendance mutuelle dés;, et donc en particulier que

k k _ k K 1
P(Bn) = P(QAdi> = HP(Adi) = H(l_ P(Ag)) = 1—[( _ d_|>

i=1

k
On en déduit alors qug(n) = nH( — di>

i=1 i
Comme 60= 2° x 3 x 5, les diviseurs premiers ae= 60 sontd; = 2, d, = 3 etds = 5.

3
_ _1) _1 _1 _1Y_gol 24 _

On a alorsh(60) = GOE(l di> 60(1-1)(1-1)(1-1) =601 24 -16
En effet, 'ensembld®¢ = {1,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,49,53 &htient 16 éléments.
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